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　　摘　要 :　时域阻抗矩阵元素的计算需要分别计算场单元和源单元上的空时积分 ,由于时间基函数的分域性以及

时间基函数 (如三角型时间基函数)导数的不连续性 ,使得采用高斯积分方法计算源单元上空时积分的计算精度较差

且误差随着时间步长的减小而增大.本文通过将源单元上空时积分转变成为 1D时间卷积分和 1D空间解析积分来精

确计算时域阻抗矩阵元素 ,并在此基础上利用时间步进算法求解了时域电场、磁场和混合场积分方程.通过计算实例

表明该方法在较大的时间步长取值范围内均能确保时域积分方程时间步进算法求解的精度和后时稳定性.
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Abstract :　The evaluation of time2domain impedance matrix elements needs to respectively compute the space2time integrals

in the field cell and the source cell . Because of temporal basis function’s regionality and its derivative’s uncontinuity (such as the

triangle temporal basis function ) ,the accuracy of space2time integral in the source cell is worse by method of the gauss integral and

the error increases when time interval gets narrow. The paper accurately computes time2domain impedance matrix elements by trans2
forming space2time integral of the source cell to 1D time convolution and 1D space analytical integral and further solves time2do2
main electric field ,magnetic field and combined field integral equations by method of marching2on2in2time. Numerical results show

that the proposed method insures that the solution of time2domain integral equation using marching2on2in2time method is stable and

accurate when the time interval changes in the broad range.
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1　引言

　　近年来 ,由于高分辨短脉冲雷达和超宽带无线通信

的急切发展需求 ,瞬态电磁辐射和散射问题得到广泛的

重视.时域积分方程 (TDIE)方法是分析瞬态电磁问题的

主要方法之一 ,它既具有时域方法的优点 (仅一次计算

就可以得到多个频率下的结果 ,更适合并行计算等) ,又

具有积分方程方法的优点 (没有网格色散误差 ,无须强

加吸收边界条件等) .然而 ,求解 TDIE时间步进算法
(MOT)的后时不稳定性和求解精度较差严重地制约了

TDIE方法的广泛应用和发展. MOT算法的后时不稳定

性是由于数值离散[1 ]和谐振模式[2 ]、高低频成分[3 ]等原

因的存在 ,使得在后期电流出现幅度震荡式指数上升或

单调地增大 ,并最终导致发散的现象.许多的学者提出

了抑制后时不稳定的方法 , Rynne[4 ]和 Vechinski[5 ]提出

了电流空时平均方法 ,然而这种方法降低了求解的精度

且不适合求解尺寸较大或几何结构复杂的目标.

Weile[3 ]提出了一种频谱带限的时间基函数来改善稳定

性 ,由于该时间基函数不满足因果律而需对电流采用外

插技术 ,增加了计算量 ;同时 ,为确保电流外插精度其时

间步长应选得很小. Rao 和 Sarkar提出了隐式时间步进

算法[6 ] ,文献[7 ,8 ]指出通过隐式步进算法和恰当的数

值积分可以得到非常稳定的解 ,实际上是通过减少数值

离散误差对后时稳定的影响.对于隐式时间步进算法 ,

精确计算时域阻抗矩阵是保证后时稳定的关键.时域阻

抗矩阵元素通常通过在场单元和源单元多结点 2D高

斯积分近似计算.在计算源单元空时积分时 ,由于时间

基函数的分域性 ,采用 2D高斯积分法将产生较大的积
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分误差 ,并将导致MOT算法求解的后时不稳定性和解

的不精确性 (时间步长较小时尤其如此) .本文将源单元

上的空时积分转化为 1D时间卷积分加 1D空间解析积

分来精确地计算时域阻抗矩阵元素 ,在此基础上利用

MOT算法求解了时域电场积分方程 ( TDEFIE) 、磁场积

分方程 ( TDMFIE)和混和场积分方程 ( TDCFIE) ,并通过

计算实例分析了MOT算法求解精度、后时稳定性以及

时间步长对MOT算法后时稳定性和求解精度的影响.

2　时域积分方程及其 MOT算法求解

　　假设任意形状金属导体的表面为 S ,当入射电场

Einc ( r , t)或入射磁场 Hinc ( r , t)照射到导体上时 ,将在

导体表面 S 上产生感应电流 J ( r , t) ,则该感应电流所

满足的 TDEFIE和 TDMFIE分别为

n×Einc ( r , t) = n× 9A ( r , t)
9t

+ ýΦ( r , t) (1)

n×Hinc ( r , t) =
J ( r , t)

2
-

1
μn×ý ×A ( r , t) (2)

其中矢量位 A ( r , t)和标量位Φ( r , t)分别表示为

　　A ( r , t) =
μ
4π∫S

J ( r′, t - R/ c)
R

dS′

=
μ
4π∫S

J ( r′, t) 3δ( t - R/ c)
R

dS′ (3)

Φ( r , t) =
- 1

4πε∫S∫
t - R/ c

0

ý′SJ ( r′, t′)
R

d t′dS′

=
- 1

4πε∫S ∫
t

0
ý′S·J ( r′, t′) d t′ 3δ( t - R/ c)

R
dS′(4)

式中 3表示卷积 , R = | r - r′| 表示场点 r 和源点 r′之

间的距离 , n为散射体表面单位外法向矢量 ,ε和μ分

别为散射体周围介质的介电常数和磁导率 ,而 c为电磁

波在其中传播的速度.由 TDEFIE和 TDMFIE线性组合

可得到 TDCFIE :

TDCFIE =αTDEFIE + (1 - α)ηTDMFIE (5)

当α= 1 ,0时 ,TDCFIE分别退化为 TDEFIE和 TDMFIE.

若在空间上采用 RWG基函数 f n ( r) [9 ]、在时间上采

用三角型时间基函数 Tl ( t) [10 ] ,对散射体表面的感应电

流 J ( r , t)进行空间和时间上的离散 ,因此散射体表面

的感应电流可以展开为 ,

J ( r , t) =∑
Ne

n = 1
∑
Nt

l =1

Il
nTl ( t) f n ( r) (6)

其中 Il
n为与时空基函数 f n ( r) Tl ( t)相关的待求加权系

数.将式 (6)代入方程 (5) ,并且在空间上采用伽略金方

法、在时间上采用点匹配方法 (时间匹配点为 kΔt)可将

方程式 (5)离散成矩阵方程

MC
0·Ik = VC

k - ∑
k - 1

l = 1

MC
l·Ik - l (7)

其中 Ik ( m) = Ik
m ,且

VC
k ( m) =α∫S

m

Einc ( r , tk)·fm ( r) dS

+ (1 - α)η∫S
m

[ n×Hinc ( r , tk) ]·fm ( r) d S (8)

MC
l =αME

l + (1 - α)ηMH
l , 　l = 0 ,1 , ⋯ (9)

ME
l ( m , n) =∫S

m

ý·fm ( r)

4πε

·∫
t

0
T( t′) d t′3∫S

n

ý′·fn ( r′)
R
δ( t - R/ c) dS′

t = lΔt

dS

+
μ
4π∫S

m
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9T( t)

9t
3∫S

n

fn ( r′)
R
δ( t - R/ c) dS′

t = lΔt

dS

(10)

MH
l ( m , n) =

T( lΔt)
2 ∫S

m

fm ( r)·fn ( r) dS -
1

4π∫S
m

fm ( r)·n ( r)

× T( t) 3∫S
n

fn ( r′) ×R
δ( t - R/ c)

R3 dS′
t = lΔt

dS

-
1

4π∫S
m

fm ( r)·n ( r)

×
9T( t)

9t
3∫S

n

fn ( r′) ×R
δ( t - R/ c)

cR2 dS′
t = lΔt

dS (11)

由第 ( k - 1)个时间步以前的电流和第 k 个时间步的入

射电磁场 ,通过解矩阵方程式 (7)就可以递推求出第 k

个时间步上的电流.

3　时域阻抗矩阵元素的精确计算

　　精确计算时域阻抗矩阵元素是稳定求解 TDIE的关

键.时域阻抗矩阵元素分为自阻抗矩阵元素和互阻抗矩

阵元素 ,它们均需要计算场单元和源单元上的空时积

分.通常通过在场单元和源单元多结点 2D高斯积分法

近似计算 ,又由于电场积分方程自阻抗矩阵元素存在奇

异性问题 ,还需要采用奇异值提取法[11]、Duffy变换方

法[12 ]等处理奇异性和近奇异性问题.对于源单元上的

空时积分 ,由于时间基函数的分域性 ,使得积分区域实

际上不再是整个源三角形单元 ,而应是满足 ( l - 1) cΔt

≤| R| ≤( l + 1) cΔt 的环形区域和源三角形单元的交

集.若在源三角形单元上采用 2D高斯积分法 ,将导致

较大的积分误差 ,且时间步长越小误差就越大.为精确

计算 TDEFIE阻抗矩阵元素式 (10)和 TDMFIE阻抗矩阵

元素式 (11) ,外层场三角形单元上的面积分仍然采用高

斯积分法 ,而源三角形单元上的空时积分转变成为 1D

时间卷积和源三角单元上的空间积分.文献[13 ]推导和

精确计算了该源三角形单元上的空间积分 ,但不能用于

计算 TDMFIE阻抗矩阵元素.本文将该源三角形单元上

的空间积分推广为下面的积分表达式 ,

In ( r , t) =∫T
n

1

( r′- rn)

( r′- rn) ×R

δ( t - R/ c)
F( R)

R
dS′(12)

上式中 F( R)为关于 R的连续函数 , rn为第 n个基函数

的自由节点 , Tn 为源三角单元.通过计算式 (12) ,既可

以计算 TDEFIE阻抗矩阵元素又可以计算 TDMFIE阻抗
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矩阵元素.为推导式 (12)

的解析表达式 ,首先在源

三角单元 Tn 上建立局部

坐标 ( u , v , w) (如图 1 所

示) ,其坐标单位矢量为 :

w
^

=
( r2 - r1) ×( r3 - r1)

| ( r2 - r1) ×( r3 - r1) |
,

u
^

=
( r2 - r1)

| r2 - r1|
, v

^
= w

^
×u

^

(13)

在图 1 中 r1 , r2 , r3 表示

源单元 Tn的三个结点位置. F′、O′分别为场点 r 和全局

坐标的原点在源单元 Tn 所在平面上的投影点.ζ=

R2 - d2 ( d为场点到 F′的距离) .若用圆柱坐标 (ζ, < ,

w)表示该局部坐标 ( u , v , w) ,则式 (12)可以表示成

In ( r , t) =∫
ζ

max

ζ
min
∫

<2

<1

1

( r′- rn)

( r′- rn) ×R

δ( t - R/ c)
F( R)

R

·ζdζd < (14)

将关系式ζdζ= Rd R、r′- rn =ρ′- ρn =ρ′- ρ+ρ- ρn

和 R = r - r′=ρ- ρ′+ d ,代入式 (14)可得

In ( r , t) =

0

1

(ρn - d - ρ) ×
∫

R
max

R
min
∫

<
2

<
1

(ρ′- ρ) F( R)δ( t - R/

c) d Rd < +

1

ρ- ρn

(ρ- ρn) ×d
∫

R
max

R
min

F( R)δ( t - R/ c) ( <2 - <1) d R

(15)

再利用ρ′- ρ=ζ(cos <u
^

+ sin <v
^
) = R2 - d2 (cos <u

^
+

sin <v
^
) ,可将式 (15)变为

In ( r , t ) =

0

1

(ρn - d - ρ) ×
∫

R
max

R
min
∫

<
2

<
1

c R2 - d2 ( cos <u
^

+

sin <v
^
) F( R)δ( R - ct) d Rd < +

1

ρ- ρn

(ρ- ρn) ×d
∫

R
max

R
min

cF( R)·

δ( R - ct) ( <2 - <1) d R (16)

这样 ,利用δ函数的空间选择性可得

In ( r , t) =

0

1

(ρn - d - ρ) ×

c ( ct) 2 - d2 F( ct) e ( t)

+

1

ρ- ρn

(ρ- ρn) ×d

c[ <2 ( t) - <1 ( t) ] F( ct) (17)

其中 e ( t) = [ sin <2 ( t) - sin <1 ( t) ] u
^

- [ cos <2 ( t) - cos <1

( t) ] v
^

, d为由场点的投影点 F′指向场点的矢量. Rmin、

Rmax分别是场点到源三角单元 Tn 的最近和最远距离.

<2和 <1表示以 F′为圆心、以 ( ct) 2 - d2半径的圆与源

三角形单元 Tn相交所形成弧的两个端点的 <分量.特

别地 ,当该圆整个位于源三角形单元 Tn内时 , <2 - <1 =

2π且 e ( t) = 0 ;若相交形成的弧有许多段 ,每段弧的贡

献都要相加求和.

对于电场积分方程 F ( R) = 1 ,对电场积分方程有

贡献的是式 (17)中的前两项 ,从中看出已经消除了电场

积分方程的奇异性问题.可见 ,源单元空时积分被转化

成 1D时间卷积分和 1D空间解析积分.由于解析积分

总是精确的 ,1D时间卷积分又可以足够精确的计算 ,所

以这种积分技术的计算精度很高 ,不但适合非奇异性积

分 ,也适合奇异性和近奇异性积分 ;还可以克服在较小

时间步长的条件下高斯积分精度不够的缺点.

4　计算结果及讨论

　　下面用数值算例证明本文方法求解瞬态电磁散射

问题的稳定性和准确性.以下算例均假定入射电场为高

斯平面波

Einc ( r , t) = 4 E0exp ( - γ2) / ( πT) (18)

其中γ= 4 ( ct - ct0 - r·k
^

) / T、ct0 = 6m.首先考查基于本

文方法的MOT算法的后时稳定性 ,目标为边长110m、中

心位于坐标原点的理想导电立方体.立方体的六个面总

共被分成 240个三角形单元和 360个未知电流.入射电

场 E0 = - x
^

,入射方向 k
^

= - z
^

,高斯脉冲宽度 T = 4m.

计算立方体上表面中心点 (010 ,010 ,015) m处感应电流

密度幅度.图 2 为文献 [14 ]的方法 (基于 Duffy变换的

MOT)求解 TDEFIE和本文方法求解 TDEFIE、TDMFIE、

TDCFIE不同时间步长 (Δt = 011、013、018ns)下后时稳定
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性比较.从图 2可以看出 ,在 3种不同的时间步长下 ,本

文方法求解 TDEFIE、TDMFIE、TDCFIE的稳定性均比文献

[14]的方法求解 TDEFIE的稳定性好 ,且保证后时稳定的

时间步长取值范围更宽.特别在Δt = 011ns时基于Duffy

变换的MOT方法已经发散.这是因为文献[14 ]采用了高

斯积分方法计算时域互阻抗矩阵元素 ,当时间步长很小

时产生了较大的误差 ,导致结果的不稳定.而本文方法

不但精确地计算自阻抗矩阵元素 ,还可以精确地计算互

阻抗矩阵元素 ,所以此时MOT算法后时稳定性更好.从

图( b)～ ( d)还可以看出 ,采用本文的方法求解 TDEFIE

和 TDMFIE并没有出现后期电流幅度震荡式指数上升或

单调地增大等不稳定现象 ,不过由于 TDEFIE和 TDMFIE

要受到谐振模式的影响 ,其后时稳定性不如 TDCFIE.

下面考察本文方法的准确性 ,第一个算例是半径

为 015m、中心位于原点的理想导体球.导体球被剖分为

1230个三角形和 1845 个未知电流.入射电场仍然为高

斯平面波 ,入射电场 E0 = x
^

,入射方向 k
^

= - z
^

,高斯脉

冲宽度 T = 2m (其最高频率 f max = 015GHz :高斯平面波

频谱相对幅度下降为 011 %时的频率) .利用本文方法

求解 TDCFIE计算该目标的时域响应 ,然后傅立叶变换

到频域计算各频点双站雷达散射截面 (RCS) .时间步长

为Δt = 012ns ,混合场积分方程的加权系数α= 012.图 3

给出了本文方法和 Mie 解析结果的比较.从图 3 中看

出 ,各频点上的计算结果与 Mie 的解析结果吻合得很

好 ,即使是频率为 500MHz时 (在该频率下入射场幅度

已下降为最大幅度的 011 %) ,计算结果依然吻合较好.

　　第二个算例为金属球锥联合体 ,球的半径为

01235m ,锥长 1m.球锥体被剖分为 952个三角形和 1428

个未知电流.入射电场仍然为高斯平面波 ,入射电场 E0

= z
^

,入射方向 k
^

= - x
^

,脉冲宽度为 T = 2m.利用本文

方法求解 TDCFIE ,同样计算双站 RCS.时间步长为Δt =

012ns ,混合场积分方程的加权系数α= 015 .图 4给出了

本文方法与频域矩量法 (MoM)计算结果的对比.从图看

出结果依然吻合很好.

5　结束语

　　本文将源单元上的空时积分转变为 1D时间卷积

分加 1D空间解析积分 ,克服了时间步长小 2D高斯积

分法精度较差的缺点.该方法不但可以精确计算时域

积分方程的非奇异性积分 ,也可以精确计算其奇异性

和近奇异性积分 ;既可精确计算时域电场积分方程的

阻抗矩阵元素 ,又可精确计算时域磁场积分方程的阻

抗矩阵元素.同时 ,时间步长的大小不会影响该积分方

法的计算精度 ,使得相应的MOT算法时间步长取值范

围大.通过计算实例证明了 ,该精确积分方法的使用大

大改善了求解 TDIE的MOT算法的后时稳定性和求解

精度.
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